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 چکيده
های های سازههای هوشمند موردتوجه بسیاری قرار دارد. از ویژگیامروزه استفاده از سازه

ذر ها از رهگهوشمند امکان دریافت لحظه ای اطلاعات درباره وضعیت سازه و قابلیت کنترل آن

عمال کنترل هستند. این اطلاعات است. حسگرها وسایل دریافت اطلاعات و عملگرها وسایل ا

های هوشمند، حسگرها و عملگرهای پیزوالکتریک دارای عملکرد بسیار عالی از بین انواع سازه

باشند. در این تحقیق با استفاده از روش اجزاء محدود براساس تئوری الاستیسیته دوبعدی، می

الکتریکی  و باربه بررسی ارتعاشات اجباری تیر هدفمند مدرج پیزوالکتریک تحت بار مکانیکی 

شده است. خواص مکانیکی، الکتریکی و الکترومکانیکی این تیر در راستای ضخامت پرداخته

طبق رابطه تابع کسر حجمی تیرهای مدرج هدفمند متغیر است. معادلات حاکم بر تیر با 

بکارگیری اصل همیلتون برای دو حالت حسگری و عملگری با اعمال فرضیات روش 

آمده و با حل معادلات به روش اجزاء محدود و به کمک تئوری دستدی بهالاستیسیته دوبع

ی فرکانس موردبررسی ی زمان و حوزهالاستیسیته دوبعدی پاسخ دینامیکی تیر در حوزه

س ی فرکانی زمان از روش بتا نیومارک و در حوزهقرارگرفته است. در پاسخ دینامیکی، در حوزه

یه سریع استفاده شده است. تأثیر پارامترهای مختلف از تبدیل فور از روش طیف فرکانسی

قبیل شاخص کسر حجمی، شرایط مرزی مختلف و نسبت لاغری تیر بر روی پاسخ دینامیکی 

غییر دهد، که تآمده نشان میدستو فرکانس طبیعی تیر موردبررسی واقع شده است. نتایج به

سخ دینامیکی و فرکانس طبیعی تیرهدفمند هرکدام از این پارامترها، تأثیر بسزایی بر روی پا

 مدرج پیزوالکتریک دارد.

مواد هدفمند مدرج، پیزوالکتریک، تئوری الاستیسیته دو بعدی،  :يديکل واژگان

 .پاسخ دینامیکی،روش اجزاء محدود
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 مقدمه

اند. ای تازه در مقابل بشر گشودهو دریچهیافته شدت توسعههای اخیر بهنظور از مواد نو، آن دسته از مواد مهندسی هستند که در سالم

پذیری و مقاومت به سایش مطلوب، خواص الکتریکی و مغناطیسی فرد این مواد مانند استحکام و سختی بالا، انعطافهای منحصربهویژگی

تر، تر، سبکتوان محصولات کوچکمی. با استفاده از این مواد [1] منجر به افزایش علاقه و توجه به این مواد شده است ،فردجالب و منحصربه

 و مواد مرکب، مواد هدفمند، مواد هوشمند، مختلفی ازجمله هایتوان به دستهطورکلی مواد نو را میتر تولید کرد. بههوشمندتر و چندمنظوره

به علت خواص الکترومکانیکی ها هستند، این مواد . یکی از پرکاربردترین مواد هوشمند پیزوالکتریک[2] بندی کردنانوموادها تقسیم

ها استفاده عنوان سنسورها و عملگرها در کنترل سیستمپذیری بالا و تبدیل انرژی الکتریکی به مکانیکی و برعکس، بهانگیز، انعطافشگفت

می، کاربردهای مهندسی، در صنایع پیشرفته ازجمله هوافضا، بیوپزشکی،  نظا FGMهایی از جنس مواد هدفمند شود. با افزایش کاربرد سازهمی

ها غالباً هزینه بالایی جهت طراحی .  بعلاوه که این سازه[3]تواند اهمیت زیادی داشته باشد ها میای و.... بررسی رفتار این سازهانرژی هسته

ول زمان جه به ثابت بودن در طگیرد، بارهای استاتیکی با توو تولید دارند. یک سازه در معرض نیروهای مختلف استاتیکی و دینامیکی قرار می

گردد اما در ها اعمال میشده و تأثیر آننسبت به بارهای دینامیکی اهمیت چندانی ندارند. زیرا در لحظه طراحی این بارها در نظر گرفته

حریک های مختلفی ترکانسبار، سازه همواره در فواسطه خصوصیات تحریکبارگذاری دینامیکی، به دلیل تغییرات بار اعمالی در طول زمان به

های طبیعی سازه باشد که باعث بروز حالاتی مانند: تغییر شکل پلاستیک در قسمتی از شود که ممکن است این فرکانس، یکی از فرکانسمی

بررسی ها مورددار آنبایست رفتار ارتعاش سازه و عوامل مؤثر بر مقرو میسازه، بروز رفتار غیرخطی در سازه، خستگی و شکست سازه گردد، ازاین

های های طبیعی و کرنشتوان فرکانسقرار گیرد. در این حالت با استفاده از خاصیت پیزوالکتریسیته که در ادامه به آن اشاره خواهد شد، می

د بازبینی و مکانیکی سازه را کنترل نمود. و بعنوان حسگرها و عملگرهای با مقاومت بالا، سختی زیاد و وزن کم )همراه با خاصیت خو

. در این تحقیق با استفاده از اجزاء محدود براساس تئوری الاستیسیته دوبعدی، پاسخ دینامیکی [4]خودکنترلی(در صنایع مختلف به کار برد 

 تیر مدرج پیزوالکتریکی تحت بار مکانیکی و بار الکتریکی بررسی شده است. 

 

 پيشينه تحقيق -1
سور و عنوان سنها بهطور گسترده در سازهباشد، بهدهی سریع در میدان الکترونیکی میلیت پاسخاز مواد پیزوالکتریک که دارای قاب

لایه و چندلایه گسترش یافت که صورت یکبه 5یک نوع عملگر جدید با مواد مدرج هدفمند پیزوالکتریک 5991رود. در سال عملگر به کار می

گزارش ساخت یک عملگر مدرج  3و منگ 2کرد. زیوصورت یکنواخت و پیوسته تغییر مییه بهثابت ترموالکتروالاستیک آن در امتداد ضخامت لا

با استفاده از روش متالوژی پودر بیان کردند و مشخصات تغییر   PNN–PZTهای پیزوالکتریک تابعی هدفمند پیزوالکتریک براساس سرامیک

درآن زمان انواع دیگر تکنولوژی ساخت عملگرها پیشنهاد شد و با  [7-5] مکان و چگونگی توزیع ترکیبات در مقطع عرضی را بررسی کردند

های تئوری و تجربی دوام و قابلیت اطمینان و عملکرد تحریک عملگرها را با استفاده از خاصیت مدرج تابعی . که با روش[8]موفقیت اجرا شد 

 هدفمند پیزوالکتریکی بهبود بخشیدند.

9]-وتحلیل رفتار الکتروالاستیک و الکترودینامیک عملگرها انجام شده استبی زیادی در زمینه تجزیههای تحلیلی، عددی و تجرپژوهش

خطی در چگالی هدفمند پیزوالکتریک  یک سر درگیر با شیب حل های فرم بسته برای تیر( راه2004-2002)  و همکارانش 4.  شی [10

و همکارانش  1ز تئوری دوبعدی الاستیسیته و تابع تنش ایری به دست آوردند. هیوکبا استفاده ا  g31[12]یا ضریب پیزوالکتریک [11]جرمی

بندی رگرسیون خطی را برای محاسبه انحراف نوک تیر هدفمند پیزوالکتریک  یک سر گیردار با ثابت ( نتایج تجربی و فرمول2000)

 [13].پیزوالکتریک متفاوت خطی به دست آوردند 

ای که حل های دقیق برای خمش ناشی از القای الکتریکی و خمش ترموالکتریک برای تیر چندلایهراه( 2003و همکارانش ) 6جوشی

اری دطور معنیاندازی عملگر بهلایه فعال پیزوالکتریک بود را بیان کردند و نشان دادند،  قدرت راهو یک   FGMلایهشامل یک زیر لایه، یک

( FGPM. با فرض اینکه عملگر مدرج تابعی هدفمند پیزوالکتریک )[14,15]باشدثر حرارت میو ا FGPMهای تحت تأثیر نوع ترکیب لایه

پاسخ تغییر مکان و   layerwise( با استفاده از روش المان محدود خطی 2001) 7ای است که خواص هر لایه ثابت است، لییک تیر چندلایه

                                                           
1 FGPM 
2 Zhu 
3 Meng 
4 Shi 
5 Hauke 
6 Joshi 
7 Lee 
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( همچنین با استفاده از 2003)  8. تایا[12]رموالکتریک به دست آوردند)در راستای ضخامت( تحت بار ت  FGPMتنش یک عملگر دولایه 

سیلندری را بررسی کرد، میدان تنش و میدان تغییرمکان خارج از صفحه را با استفاده  FGPMای خمش عملگرهای دوشکل مدل تیر چندلایه

ی عملکرد عملگر تک لایه مدرج هدفمند پیزوالکتریک که صورت تجرب( به2001) .  لی[16]ی سلسله مراتبی به دست آورداز روش دو مرحله

( 2007)6و ایگزان 1یانگ .[17]دهی الکتروفورتیک ساخته بود را در حالت استاتیکی و دینامیکی موردبررسی قرار دادبا استفاده از روش رسوب

الکترومکانیک را با استفاده از تئوری تیر تحت بار ترمو FGPMخمش استاتیکی و ارتعاش آزاد و پاسخ  دینامیکی انواع مختلف عملگر 

 .[18]تیموشنکو بررسی کردند 

بررسی شده است و تحلیل دینامیکی  FGPMشود که بیشتر مطالعات پیشین تنها تحلیل استاتیکی عملگر یک سرگیردارملاحظه می

ی الاستیسیته دوبعدی، پاسخ دینامیکی تیرمدرج کم و محدود است. در این تحقیق با استفاده از روش اجزا محدود براساس تئور FGPMعملگر

 گیرد.هدفمند پیزوالکتریک تحت بارگذاری مکانیکی و الکتریکی را در شرایط مرزی متفاوت موردبررسی قرار می

 

 مواد پيزوالکتریک -2
ل وسیله امواج صوتی( بود که در جنگ جهانی اوبه زیردریایی)دستگاه کاشف  سونارهای پیزوالکتریک، عملی ازدستگاهی اولین استفاده

روی یک آشکارگر ماوراء صوت کار کردند. دستگاه از یک مبدل  در فرانسه پائول لانگ وین و همکارانش 5957توسعه پیدا کرد. در سال 

که  )دستگاهی هیدروفنمتصل شده بودند و یک  ولادفنازک ی های نازک کوارتز که با دقت بین دو صفحهشده بود که از کریستالساخته

گیری دل و اندازهاز مببود. با فرستادن صوت فرکانس بالا کند( برای شناسایی و بازگرداندن انعکاس صوت، تشکیل شدهاصوات زیر آب را ثبت می

 .[19] گیری کردتوان فاصله تا شیء مورد نظر را اندازهمدت زمان رفت و برگشت صدا می

 ی به انرژی مکانیکی.کتریکال برای تبدیل انرژی مکانیکی به انرژی الکتریکی و تبدیل انرژی ، باشداثر پیزوالکتریک توانایی برخی مواد می

باشد. وقتی ماده پیزوالکتریکی تحت می electricity)که در زیان یونان معادل فشار است( و  piezoاز دو کلمه اصطلاح پیزوالکتریک ترکیبی 

اوب بر شود و منجر به تولید بارهای الکتریکی متنصورت الکتریکی قطبیده )پلاریزه( میگیرد؛  بهتأثیر استرس یا کشش مکانیکی قرار می

فشار قرار گیرد، ولتاژی در راستای قطبیت آن در دوسر گویند. اگر ماده تحتا اثر مستقیم پیزوالکتریک میشود. این رهای مخالف آن میوجه

 گردد.( و اگر ماده کشیده شود ولتاژی در جهت مخالف با قطبیت ماده در آن ایجاد می5آید )شکل ماده به وجود می

 

 [20]( با اعمال کششb(با اعمال تنش فشاري، )aاثر مستقيم پيزوالکتریک) -1شکل

 

از طرفی هنگامی که ماده پیزوالکتریک با استفاده از یک ولتاژ مولد در معرض یک میدان الکتریکی قرار گیرد، تغییر شکل فشاری یا 

شده و  ولتاژی مخالف با قطبیت ماده اعمال 2شود، را اثر معکوس پیزوالکتریک گویند. در شکل کششی )متناسب با میدان( در آن ایجاد می

 [3].ولتاژ با جهت یکسان با قطبیت ماده به فشرده شدن آن منجر گردیده است 2منجر به کشیده شدن آن و در شکل 

                                                           
8 Taya 
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 [3]اثر معکوس پيزوالکتریک با به کاربردن ميدان الکتریکی -2شکل 

 

 مواد هوشمند و مواد هدفمند -3
هابوده و توانایی سازگاری که شامل حسگرها و محرک ،روندبه کارمیهمه برای تعریف ساختارها و مصالحی ، حساس و باهوش5 هوشمند

درواقعمواد هوشمند موادی هستند که توانایی درک و پردازش رویدادهای محیطی  با تحریکات خارجی مانند بارها و تحریکات محیط رادارند.

قابلیت تغییرپذیری دارند و قادر هستند، شکل، فرم، رنگ و دیگر این مواد عبارتدهند. بهرا داشته و نسبت به آن واکنش مناسب نشان می

پذیر در پاسخ به تأثیرات فیزیکی و یا شیمیایی محیط اطراف تغییر دهند. اگر مواد را به سه گروه غیر انرژی درونی خود را به طرز برگشت

هوشمندها تنها های خاص بالا را ندارند. نیمهیژگیبندی کنیم؛ گروه اول یعنی مواد غیر هوشمند وهوشمند و هوشمند طبقههوشمند، نیمه

بار یا مدت اندکی تغییر دهند اما در مواد هوشمند این تغییرات تکرارپذیر و قادرند در پاسخ به تأثیرات محیطی شکل و فرم خود را برای یک

اند از: تغییر محیط شیمیایی، دهند، عبارتان میالعمل نشها عکسهای که مواد هوشمند در برابر آنبرگشت خواهد بود. ازجمله محرکقابل

مگنتواستریکتیو، سیالات هوشمند  دار، موادآلیاژهای حافظه میدان مغناطیسیو میدان الکتریکی، فشار، حرارت، نور و اشعه ماوراءبنفش.

 . [21]هستند وشمند مواد ه متداول ترینهایی ازنمونه و الکترورئولوژیکال( و مواد پیزوالکتریک )مگنتورئولوژیکال

در   5و همکارانش 50بود وبوهلر 9از طلا وکادمیوم در آلیاژیداری شکلی اولین مشاهدات ثبت شده درباره پدیده حافظه 5932در سال 

های تمام و نیکل که دارای وآلیاژ تیتانی داری شکلی درمتحده  به بررسی پدیده حافظهدر آزمایشگاه مهمات نیروی دریایی ایالات5960سال 

حقیق درباره ت باشند، پرداختند و نام تجاری نیتینول )مخفف نیکل تیتانیوم آزمایشگاه مهمات نیروی دریای( به کاربردند. در این هنگامبرابر می

با  دهد و سپستواند در دمای پایین تغییر شکل دار، آلیاژی است که میطورجدی آغاز شد. فلز حافظهعملی اولیه آن به متالوژی و کاربردهای

وسیله تغییر موقعیت فاز جامد است، که در داری در این آلیاژها بهقرار دادن آن در معرض حرارت به شکل اولیه خود بازگردد. خاصیت حافظه

شود، که می نامیده 2باشند. فاز در دمای بالا که آستنیتدار ، دارای دو فاز ثابت میدهد.آلیاژهای حافظهآن چیدمان مجدد مولکولی رخ می

شود و نسبت به آسنتیت نامیده می 3تر است. فاز با دمای پایین که مارتنزیتساختمان آن مکعبی بوده و به علت دارا بودن تقارن بالا محکم

ن نمونه کرد شود سپس با گرمداری، نمونه در حالت کاملاً مارتنزیتی به مقدار معینی تغییر فرم داده میتقارن کمتری دارد. در پدیده حافظه

 . [22]گردد و برگشت آن به حالت آستنتیتی، شکل نمونه نیز به حالت اول خود بر می

 

 بندي مسئلهتعریف و فرمول  -4
 توان برمثال، شرایط تعادل را میعنوانهای مختلفی استخراج نمود. بهتوان از روشهای دینامیکی را میمعادلات حرکت بر سیستم

های با تعداد ی اول  برای سیستمبیان کرد. شیوه لتونیهامهای ممکن و یا بر پایه اصل تغییرات ، بر پایه اصل تغییر مکانی اصل دالامبرپایه

گردد های پیچیده دینامیکی با تعداد درجه آزادی زیاد از دو روش دیگر استفاده میکه برای سیستمباشد. درحالیدرجات آزادی کم مناسب می
.[20] 

های ممکن باشد. در اصل همیلتون،  تابعک لاگرانژ به ازای تغییر مکانمی لتونیهامی پژوهش حاضر بر مبنای اصل تغییرات فرمول بند

شود: کند. اصل همیلتون توسط رابطه زیر بیان میتأمین می2tتا  1tشرایط سازگاری و شرایط ضروری یا سینماتیکی را در فاصله زمانی دلخواه از

[21]. 

                                                           
9 AuCd 
10 Buhler 
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𝛿 ∫ 𝐿 𝑑𝑡
𝑡2

𝑡1
= 0 (5          )  

 

L  که:طوریآید بهها به دست میجاییهای زمانی مجاز جابهتابع لاگرانژ است و با استفاده از تاریخچه 
 

L = T – Π + Wf  (2                                                                                                                )                                   
 

T  انرژی جنبشی وΠ  انرژی پتانسیل است وfWرا  2باشد.در این پژوهش عبارات معادله انجام شده توسط نیروهای خارجی می کار

 واهیم پرداخت.کنند که در ادامه به آن خکنیم. این اثرات پاسخ نهایی مدل را بیان میبراساس دو اثر مکانیکی و الکتریکی بیان می

  [23]:شودانرژی جنبشی کل دامنه مسئله به فرم انتگرال زیر تعریف می
 

∭ 𝑈̇T [ρ]𝑈̇ dv
1

2
T =                                                                                                                         )3( 

 

های مجاز است. انرژی پتانسیل )کرنش( در کل جاییای از تاریخچه زمانی جابهمجموعه Uم جسم جامد ودهنده حجنشان  vکه در آن 

 صورت زیر بیان کرد:توان بهها را میدامنه جامدهای الاستیک و سازه
 

∭ 𝜀𝑇ϲ ɛ dv
1

2
= ∭ ɛT σ dv

1

2
=Π                                                                                                      )4( 

 

𝜺  آید و های مجاز به دست میای تاریخچه زمانی جابجاییباشد و با استفاده از مجموعهکرنش میϲ ماتریس مدول الاستیک است. کار

 های زمانی جابجایی مجاز به دست آورد :توان با استفاده از مجموعه تاریخچهنیروهای خارجی را می
 

∭ UT fb dv +∭ UT fs ds  =wf                                                                                                                                                        )1(   
 

پتانسیل سیستم و کار انجام شده توسط نیروهای های جنبشی و مفهوم اصل همیلتون بر این اساس است، که مجموعه تغییرات انرژی

طور گسترده در برابر صفر است. از این اصل به ∆ 1t-2t=tغیر پتانسیل ) نظیر نیروهایی میرایی و بارهای خارجی دلخواه ( در فاصله زمانی

رانسیل تر نسبت  به مرتبه مشتق در معادله دیفپایینرود زیرا که روابط در تابعک لاگرانژ معمولاً از مشتق با مرتبه ها به کار میمعادلات سیستم

 [24]. متعادل مسئله  مربوطه برخوردار است

رود، با به دست آوردن فرم ضعیف معادله ها است که درروش اجزا محدود به کار میهمچنین اصل همیلتون یکی از پرکاربردترین اصل

باشد. نخست رفتار هر یک ها میها در گرههای مجهول و یا مشتقات آنییر مکانای برحسب تغصورت چندجملهای بهحرکت، که توابع ساده

های طور مستقل به دست آورده و سپس با توجه به ترتیب قرارگیری اجزا در کنار یکدیگر) با سوار کردن المانصورت معادله و بهها را بهاز المان

بندی اجزا محدود را برای اثر مکانیکی کل سیستم به دست آید. ابتدا روش و فرمولشوند، تا معادلات فوق( معادلات فوق به هم مربوط می

بندی دهیم. فرمولکنیم، سپس عبارات انرژی پتانسیل و کار نیروهای خارجی ناشی از اثرات الکتریکی را در ادامه موردبحث قرار میبیان می

تم  گیریم. براساس سیسطور جداگانه مختصات محلی در نظر میها بهالمان باشد، اما برایکل ساختار براساس سیستم مختصات دکارتی می

ها را  پردازیم. تغییر مکان گرهها بیان کرد در ادامه به این موضوع میتوان موقعیت هر نقطه دلخواه برحسب مختصات گرهمختصات محلی می

 [25] :آوردیابی زیر به دست میای درونتوان با استفاده از چندجملهمی
 

(6)                                                            
 

 FGPMمعادلات حاکم بر تير  -5

کی خوبی شامل  اثر الکتریتوان از اصل همیلتون که در آن لا گرانژ و کار مجازی بهمعادلات دینامیکی یک ساختار پیزوالکتریک را می

بندی  برای اثر مکانیکی  در بخش قبل اشاره شد. با وجود اثر الکتریکی برخی تغییرات در معادلات فرمول گونه که بهاست، به دست آورد. همان

های الکتریکی با معادلات زیر ها و پتانسیلبراساس این اصل تغییر مکان شود.آید،  با ذکر جزئیات بیشتر در این بخش مطرح میبه وجود می

 [26] آید:به دست می
 

(7       )                                                                                                                  𝛿 ∫ 𝐿 𝑑𝑡
𝑡2

𝑡1
+  ∫  𝛿𝑤 𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1
= 0 
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ی تغییرات دهندهننشا  𝛿 شود وکار خارجی توسط نیروی الکتریکی و نیروی مکانیکی تعریف می wتابعک لاگرانژ و   Lکه در آن 

 [27] شود:صورت زیر تعریف میباشد و لاگرانژ بهمی
 

L=  ∭ (
1

2
  𝜌𝑈̇𝑇𝑈 ̇ −  𝐻)dΩ    (8                                                                                                                            )  

 

 باشند.دهنده بردار آنتالپی الکتریکی و بردار تغییر مکان مینشان به ترتیب Uو  Hعبارت 

(  q(  و شار سطحی ) pfگیرد، که در معرض بار متمرکز )ساختار پیزوالکتریک انجام می sو سطح  Ω( در حجم 9گیری معادله )انتگرال

 شود:صورت زیر بیان میکار نیروهای خارجی به 𝛿𝑤قرارگرفته است و 
 

=∬. (−𝛿𝜑𝑇𝑞 )ds+{𝛿𝑢}fp𝛿𝑤                                                                                                         )9(       
 

 شود:صورت زیر تعریف میباشد.آنتالپی بهپتانسیل الکتریکی می𝜑و
 

H = P – ETD                                                                                                                               )50(              
 

E  بردار میدان الکتریکی وD  بردار جابجایی الکتریکی وPباشد و داریم:انرژی پتانسیل می 
 

P = 
1

2
ɛTσ + 

1

2
ETD                                                                                                                         )55(   

 

𝜀    وσ آمده را در دستسپس معادله به 55در معادله  50باشند.با جایگذاری معادله به ترتیب تانسورهای مرتبه دوم کرنش و تنش می

 [28] جایگذاری کرده و خواهیم داشت: 52معادله  
 

L= ∭ (
1

2
  𝜌𝑈̇𝑇𝑈 ̇ −

1

2
𝜀𝑇𝜎 + 

1

2
𝐸𝑇𝐷) 𝑑Ω    (52        )                                                                           

 

 [29] شود:صورت زیر  بیان میعلاوه براین با جایگذاری کردن معادله ساختاری ماده پیزوالکتریک لاگرانژ به
 

L= ∭ (
1

2
𝜌𝑈̇𝑇𝑈̇ −  

1

2
𝜀𝑇∁𝜀 +

1

2
𝜀𝑇𝑒𝜀 + 

1

2
𝐸𝑇𝑒𝜀 +  

1

2
𝐸𝑇𝑘𝐸 )dΩ     (53   )                                                     

 

 [30] گیریم که:( در اصل همیلتون نتیجه می53( و)52و با جایگذاری کردن هر دو معادله )
 

∫ (∭ (
1

2
𝜌𝛿𝑈̇𝑇𝑈 ̇ −

1

2
𝜀𝑇∁𝜀 +  

1

2
𝜀𝑇𝑒𝜀 + 

1

2
𝐸𝑇𝑒𝜀 +  

1

2
𝐸𝑇𝑘𝐸  ) 𝑑Ω)

𝑡2

𝑡1

𝑑𝑡 

+ ∫ (∬. (−𝛿𝜑𝑇𝑞)𝑑𝑠 + {𝛿𝑢}𝑓𝑝)
𝑡2

𝑡1
𝑑𝑡 = 0          (54         )                                                                          

 

 شود:صورت زیر بیان میبندی روش تغییرات برای یک ساختار پیزوالکتریک عبارت اول معادله  بهبرای کامل کردن فرمول
 

∫ 𝜌𝛿𝑈̇𝑇𝑈̇ 𝑑𝑡 =
𝑡2

𝑡1
𝜌𝛿𝑈𝑇𝑈̇ |

𝑡2
𝑡1

− ∫ 𝜌𝛿𝑈𝑇𝑈̈ 𝑑𝑡
𝑡2

𝑡1
= − ∫ 𝜌𝛿𝑈𝑇𝑈̈  𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1
        (51    )                                         

 

 باشد:صورت زیر مینتیجه نهایی روش تغییرات مدل پیزوالکتریک با جایگزین کردن معادله به
 

∫ (∭ (− 
1

2
𝜌𝛿𝑈𝑇𝑈̈ −

1

2
𝜀𝑇∁𝜀 +  

1

2
𝜀𝑇𝑒𝜀 + 

1

2
𝐸𝑇𝑒𝜀 + 

1

2
𝐸𝑇𝑘𝐸  ) 𝑑Ω)

𝑡2

𝑡1

𝑑𝑡 

+ ∫ (∬. (−𝛿𝜑𝑇𝑞)𝑑𝑠 + {𝛿𝑢}𝑓𝑝)
𝑡2

𝑡1
𝑑𝑡 = 0        (56   )                                                                                

 

ای حاضر است و دومین معادله از قانون دان الکتروالاستیک به دست آمد اولین معادله ضروری مطالعهمعادله  که از اصل همیلتون در می

 الکتریسیته ماکسول به حالت زیر است.
 

𝛻. 𝐷 = 0    (57             )                                                                                                                      
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E میدان الکتریکی نیزاز تابع اسکالر پتانسیل الکتریکی𝜑 آید.به دست می 
 

E = -𝛻𝜑  (58            )                                                                                                                    
 

 معادلات نهایی -6 

یس جرم که به خواص مخصوص ماتر [𝑀𝑢𝑢]باشند، معادلات حاکم بر تیر مدرج هدفمند با خاصیت پیزوالکتریک معادلات پیشین می

ماتریس [𝐾𝑢𝑢]که  طوریماده بستگی دارد. ماتریس سختی به خواص مکانیکی، الکتریکی و الکترومکانیکی ماده مورد نظر وابسته است به

به ترتیب بردارهای {𝑓𝑞}و  {𝑓𝑚}الکتریک و ماتریس ثابت دی [𝐾𝜑𝜑]مکانیکی و  -ماتریس کوپلینگ الکتریکی [𝐾𝑢𝜑]سختی مکانیکی ، 

 معادلات به فرم زیر خواهد بود:  {𝜑𝑖𝑒}باشند و با جاگذاری معادلات و حذف نیروی مکانیکی و نیروی الکتریکی می

 
[𝑀𝑢𝑢]{𝑢̈𝑖𝑒} + [𝐾𝑒𝑞]{𝑢𝑖𝑒} = {𝑓𝑒𝑞}       (59                                                                                            

        (20        )                                                                                 [𝐾𝑒𝑞] = [𝐾𝑢𝑢] + [𝐾𝑢𝜑][𝐾𝜑𝜑]
−1

[𝐾𝜑𝑢] 

{𝑓𝑒𝑞} = {𝑓𝑚} − [𝐾𝑢𝜑][𝐾𝜑𝜑]
−1

{𝑓𝑞}   (25  )                                                                                        

 

 شود:صورت زیر فرض میحذف کرده و پاسخ سیستم به59های طبیعی سیستم ، ماتریس نیروها را در معادله جهت تعیین فرکانس
 

Uie =C𝑒𝜔𝑡                                                                                                                           )22( 
 

 شود.های طبیعی سیستم محاسبه میبا استفاده از این فرضیات در معادله حاکم جدید فرکانس
 

(23         )                                                                                                 𝜔𝑖𝑒 = 𝑒𝑖𝑔 (√
[𝐾𝑒𝑞]

[𝑀𝑢𝑢]
⁄ ) 

 

 شرایط مرزي -7
کرد.  بندیصورت شرایط مرزی اساسی)هندسی( و شرایط مرزی طبیعی)نیرویی( تقسیمتوان بهدر مکانیک جامدات شرایط مرزی را می

 که درروش تغییرات، احتیاجیشوند، باید دو شرط مرزی اساسی و طبیعی ارضاء شوند. درحالینی حل میدر مسائلی که به روش باقیمانده وز

 اشند.بصورت ذاتی در تابع مورداستفاده مستقر میبه ارضاء شرایط مرزی طبیعی نیست. چرا که با توجه به معادله تعادل، این شرایط به

 شود.نامه سه نوع شرط مرزی بررسی میدر این پایان

 s-گاه سادهالف( تکیه

 c-گاه گیردارب(تکیه

 f-گاه آزادج( تکیه

های اجزای سیستم ی زمان جابجاییشود. در حوزهارتعاشات اجباری یک سازه در حالت کلی در دو حوزه زمان و فرکانس بررسی می

ها در یک بازه فرکانسی موردبررسی فرکانس این جابجایی یشود و در حوزهباشند، بررسی میدر یک بازه زمانی که در محدوده اعمال نیرو می

 توان به کاربرد.ی زمان دو روش عمده ویلسون و نیومارک را میگیرد. برای بررسی  ارتعاشات اجباری در حوزهقرار می

نامه از حلیلی، در این پایانآمده از روش نیومارک و کارهای قبلی و دقت این روش در مقایسه با نتایج حل تدستبا توجه به نتایج به 

 شود.شود و در حوزه فرکانس از روش سری فوریه سریع استفاده میروش بتا نیومارک  بر پایه حل عددی ضمنی بهره گرفته می

 یزهی زمان به حورو با تبدیل سیگنال از حوزهی زمان غیرممکن است،  ازاینیک سیگنال در حوزهدهندههای تشکیلتشخیص فرکانس

دان فرانسوی به نام جوزف میلادی، یک ریاضی 59شود. در قرن یک سیگنال میدهندههای تشکیلفرکانس موجب مشخص شدن فرکانس

مختلط(  نمایی متناوبتوان برحسب مجموع نامتناهی از توابع پایه سینوسی و کسینوسی )و یا تابعفوریه نشان داد که هر تابع متناوب را می

 نوشت. 

دهنده لهای سینوسی و کسینوسی تشکینمایی مختلط یا موجای نامتناهی از تابعتوان مجموعهده از آنالیز فوریه یک سیگنال میبا استفا

 ی سیگنال ر ا به دست آورد. تبدیل فوریهدهندههای تشکیلتوان فرکانسهای سینوسی و کسینوسی نیز میآن را استخراج کرد و از روی موج

 صورت زیر به دست آید:به 𝑈(𝑡)ر زمان سیگنال پیوسته د
 

𝑈(𝜔) = ∫ 𝑈(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡
+∞

−∞
    (24               )                                                                                          
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 ورت یکتا تعیین کرد.صتوان سیگنال زمانی را بهفرکانس است همچنین با عکس تبدیل فوریه، می 𝜔زمان و tکه در آن 

انگیز توابع متناوب این ایده تحت عنوان تبدیل فوریه  به سایر توابع نیز تعمیم داده شد. ها بعد از کشف این خاصیت شگفتسال

زف فوریه بعدازآنکه جو 5970عنوان ابزاری کارآمد در محاسبات کامپیوتری واردگردید. در اوایل دهه ازاین تعمیم بود که تبدیل فوریه بهپس

بدیل گر تتولی ارائه شد که کاربرد عملی آن را ممکن ساخت. که نشان-ایده خود را مطرح نمود، یک الگوریتم سریع به نام الگوریتم کولی

آید ، محور افقی فرکانس و محور های طیف فرکانسی که از الگوریتم تبدیل فوریه سریع به دست میباشد.در منحنی( میFFTفوریه سریع)

  [50]. دهدی فرکانس را نمایش میودی اندازهعم

 

 بخش آزمایشی -8
تست ماشینن را نشان داده که  3آزمایش ارتعاشات در آزمایشگاه مکانیک، با رعایت تمام اصول فعالیت آزمایشگاهی، انجام شد. شکل 

وارد نیز مورد نظر است. در اولین شکل از قسمت به کامپیوتر وصل است و نتیجه با کمترین خطا نشان داده شده است. دمای اتاق و دیگر م 

 بعدی، ضمن اعلام نتایج، صحت سنجی نیز انجام شده است. 

 
 

 دستگاه تست تير  پيزوالکتریک -3شکل 
 

 نتایج و بحث 
ی مختلف با شرایط مرز FGPMدر این بخش ابتدا همگرایی این روش حل مورد بررسی قرار گرفته شده ، سپس پاسخ دینامیکی تیر 

ی فرکانسی با و در حوزه 𝛾 ، 4/5=β=2/1نیومارک  با مقادیر پارامتر -ی زمان با روش بتاو بارگذاری مختلف مکانیکی و الکتریکی را در حوزه

را اد تیری ماده، ابعموردبررسی قرارمی گیرد و به بررسی اثر پارامترهای مختلف ازجمله نسبت اجزای سازنده FGPMآنالیز طیف فرکانسی تیر 

 پرداخته می شود.FGPMبر ارتعاشات و پاسخ دینامیکی تیر 

PZT-4  وPZT-5H ی تیر دهندهعنوان مواد تشکیلبهFGPM 500ی تیر شده است.  اجزای مواد  سازندهانتخاب%PZT-4  در سطح

 در سطح پایین تیر استفاده شده است . PZT-5H%500بالا و 

به ازای مقادیر مختلف توان کسر حجمی  ∆st=0.001و m h=0.01و L=0.12 mیر با مقداردوسر درگ FGPMپاسخ دینامیکی تیر 

شده است. نشان داده  3در وسط تیر قرارگرفته است را در شکل  متمرکز10kN𝑚−2که در معرض نیروی هارمونیک مکانیکی به بزرگی 

افزایش PZT-5H یابد زیرا مقدار مادهافزایش می  FGPMی  تیر شود با افزایش شاخص کسر حجمی مقدار جابجایطور که مشاهده میهمان

یابد. در شکل است و درنتیجه انحراف مرکزی تیر افزایش می PZT-4یابد و این ماده دارای صلبیت )استحکام( کمتری نسبت به ماده ی می

دهد. مطابق شکل وقتی رگرفته است را نشان میقراv500 دوسر درگیر که در معرض بار الکتریکی به بزرگی FGPMپاسخ دینامیکی تیر   4

گیرد، مقدار جابجایی تحت تأثیر ضریب الکتریکی پیزوالکتریک و بارالکتریکی خارجی در معرض ولتاژ خروجی قرار می FGPMتیر 

یابد. آزمایش بجایی کاهش میمقدار جا 2یابد اما برای مقادیر بیشتر از مقدار جابجایی افزایش می 2تا  0باشد.درمقادیر شاخص کسرحجمی می

 انجام شده و صحت سنجی نتیجه مناسبی به دست می دهد.  n=0در حالت 
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( در حالت دو سر گيردار در 10kN𝑚−2تحت بار مکانيکی) FGPMتاریخچه زمانی و صحت سنجی  جابجایی نقطه مرکزي تير -4شکل 

 (h=0.01و  (L=0.12)شاخص کسر حجمی( nمقادیر مختلف 

 

 ینان از صحت روش کار اثبات شده و لذا به توجه به این مورد، می توان ادامه فعالیت را انجام داد. اطم

 

 
𝒗 تحت بار الکتریکی )FGPMتاریخچه زمانی جابجایی نقطه مرکزي تير  -5شکل  100−  n( در حالت دو سر درگير در مقادیر مختلف +

 (h=0.01و  (L=0.12)شاخص کسر حجمی( 

 

تحت نیروی متمرکز هارمونیک مکانیکی در وسط تیر تحت شرایط مرزی FGPMر توان کسر حجمی بر نمودار طیف فرکانسی تیر تأثی

است و فرکانس رزونانس Hz58.33مقدار fftدر نمودار   FGPMرسم شده است. در این بررسی فرکانس  طبیعی تیر  6دو سر درگیر  در شکل

دت دامنه ارتعاشات به حد ماکزیمم رسیده است و با افزایش شاخص کسر حجمی بیشینه دامنه ارتعاشات باشد که در این مقدار فرکانس شمی

در معرض نیروی الکتریکی  تحت FGPM نمودار طیف فرکانسی تیر  6یابد. همچنین در شکل یابد و فرکانس سیستم کاهش میافزایش می

یعی شده است. فرکانس  طبفرکانس نسبت به بزرگی ارتعاش در این نمودارها بیان شده است ، تغییراتشرایط مرزی دو سر درگیر نشان داده

باشد که شدت دامنه ارتعاشات به حد ماکزیمم رسیده است و در است، و فرکانس رزونانس میHz56.52مقدار  fftدر نمودار   FGPMتیر 

یابد و برای مقادیر شاخص کسر و فرکانس سیستم کاهش مییابد شاخص کسر حجمی بیشینه دامنه ارتعاشات افزایش می 2تا  0مقادیر 

 یابد.یابد و فرکانس سیستم افزایش میدامنه ارتعاشات کاهش می 2حجمی بیشتر از 
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 (h=0.01و  (L=0.12( در مقادیر مختلف کسر حجمی10kN𝑚−2تحت نيروي مکانيکی) FGPMطيف فرکانسی تير دوسرگيردار -6شکل 

 

 
𝒗 تحت نيروي الکتریکی) FGPMکانسی تير دوسرگيردار طيف فر  -7شکل  100−  (h=0.01و  (L=0.12(در مقادیر مختلف کسر حجمی+

 

، n=0تاریخچه زمانی تیر دو سرگیردار که تحت نیروی الکتریکی و نیروی متمرکز مکانیکی قرارگرفته، به ازای مقادیر مختلف 6شکل
n=2  وn=10 شودکه با در نظر گرفتن نیروی الکتریکی و نیروی متمرکز مکانیکی دامنه نوسانات و همچنین دوره شده است. مشاهده می ارائه

یک رتناوب نسبت به حالتی که تیر دوسرگیردار فقط تحت بار مکانیکی است افزایش می یابد، درواقع بارالکتریکی یکسان با قطبیت ماده پیزوالکت

تیر دوسرگیردار تحت نیروی الکتریکی معکوس و نیروی متمرکز مکانیکی   7شود. شکل اعمال شده است و باعث کاهش ضخامت تیر می 

قرارگرفته شده استبا در نظر گرفتن نیروی الکتریکی معکوس و نیروی متمرکز مکانیکی که بارالکتریکی مخالف با قطبیت ماده پیزوالکتریک 

ه است.دامنه نوسات  و دوره تناوب نسبت به حالتی که تیر دوسرگیردار اعمال شده است و باعث کشیده شدن ماده و افزایش ضخامت تیر شد

 فقط تحت بار مکانیکی است، کاهش می یابد.
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𝒗 ( والکتریکی)10kN𝑚−2تحت بار مکانيکی) FGPMتاریخچه زمانی جابجایی نقطه مرکزي تير  -8شکل  100− ( در حالت دو سر درگير +

 (h=0.01و  L=0.12ر حجمی() )توان کس nدر مقادیر مختلف 

 

 
𝒗 ( و الکتریکی)10kN𝑚−2تحت بار مکانيکی) FGPMتاریخچه زمانی جابجایی نقطه مرکزي تير  -9شکل  100+ ( در حالت دو سر درگير −

 (h=0.01و  L=0.12)توان کسر حجمی()  nدر مقادیر مختلف 

 

   FGPMتیرساده و  -ساده FGPMگیردار و تیر -گیردار  FGPMتیرمله در بررسی شرایط مرزی مختلف ، انواع شرایط مرزی ازج

در معرض بار الکتریکی قرارگرفته   FGPMتیر 50در معرض بار مکانیکی و در شکل  FGPMتیر  9که در شکل   n=2آزاد به ازاری -گیردار

متر آزاد ک -ساده و تیرگیردار -ل شرایط مرزی تیر سادهگیردار دامنه ارتعاشات در مقاب-است، نشان داده شده است. برای شرایط مرزی گیردار

آید که این در شرایط مرزی باشد، درواقع هنگامی که تمام نقاط در انتهای تیر گیردار باشد، مانعی در مقابل حرکت )نوسان( به وجود میمی

گیردار -ساده و تیر گیردار -داری بیشتر از تیر سادهمعنی طورآزاد به-گاه ساده و آزاد نیست. در واقع دوره تناوب ارتعاش در تیر گیردارتکیه

اشد گیردار می ب -ساده بیشتر از تیر گیردار-است که به سمت فرکانس های کمتری سوق داده می شود، همچنین  دامنه ارتعاشات تیر ساده

 گیردار است.  -ساده کمتر از تیر گیردار-و فرکانس های طبیعی تیر ساده
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 n=2در شرایط مرزي مختلف ) (10kN𝑚−2)تحت بار مکانيکی FGPMیخچه زمانی جابجایی نقطه مرکزي تيرتار  -11 شکل

،L=0.12وh=0.01) 

 

 
𝒗 تحت بار الکتریکی) FGPMتاریخچه زمانی جابجایی نقطه مرکزي تير -11شکل  100−  n=2)( در شرایط مرزي مختلف +

،L=0.12وh=0.01) 

 

تحت نیروهای  FGPMکی تیر مدرج هدفمند پیزوالکتریک با در نظر گرفتن مقادیر مختلف نسبت لاغری تیر در بررسی پاسخ دینامی

تیر در معرض بار مکانیکی  50تیر در معرض بار مکانیکی و الکتریکی قرارگرفته و در شکل 52که در شکل طوریمختلف بررسی شده است، به

یابد. در بررسی اثر پارامتر افزایش می FGPMایش نسبت لاغری میزان دامنه ارتعاشات تیر شود، با افزطور که مشاهده میباشد. همانمی

در شاخص کسر  hدوسر گیردار تحت نیروی مکانیکیدر وسط تیر به ازای مقادیر مختلف FGPM، پاسخ طیف فرکانسی تیر  hهندسی ازجمله

مقدار فرکانس طبیعی تیرکاهش  FGPMشود، با کاهش ضخامت تیرشده است. همان طور که مشاهده می ارائه 52در شکل   n=10حجمی 

 می یابد.
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𝒗 (و الکتریکی)10kN𝑚−2دو سرگيردارتحت بار مکانيکی ) FGPMتاریخچه زمانی جابجایی نقطه مرکزي تير -12شکل  100− (در مقادیر +

 n=2درشاخص کسر حجمی L/hمختلف نسبت لاغري 

 

 
( در مقادیر مختلف نسبت لاغري 10kN𝑚−2دو سر گيردارتحت بار مکانيکی) FGPMابجایی نقطه مرکزي تيرتاریخچه زمانی ج-13شکل 

L/h در شاخص کسر حجمیn=2 
 

 
 n=10( در مقادیر مختلف ضخامت تير به ازاي 10kN𝑚−2تحت نيروي مکانيکی) FGPMطيف فرکانسی تير دوسرگيردار  -14شکل 
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 جمع بندي 
o در استفاده از تیرFGPM د و باعث افزایش دامنه بایعنوان عملگر با افزایش شاخص کسر حجمی درواقع استحکام تیر کاهش می به

 شود.نوسانات در تیر می

o در استفاده از تیرFGPM یابد.عنوان عملگر با افزایش شاخص توزیع کسر حجمی فرکانس طبیعی تیر کاهش میبه 

o در استفاده از تیرFGPM عنوان سنسور با افزایش شاخص کسر حجمی در مقادیر بهn  یابد،  نجابجایی افزایش میامیز2و  0بین

 یابد.جابجایی کاهش میمقدار 2اما برای مقادیر بیشتر از 

o  در استفاده از تیرFGPMعنوان سنسور با افزایش شاخص کسر حجمی در مقادیر بهn  فرکانس طبیعی کاهش  مقدار2و  0بین

 یابد.افزایش می فرکانس طبیعیمقدار2یابد، اما برای مقادیر بیشتر از می

o  فرکانس طبیعی تیر کاهشکاهش ضخامت تیر باعثFGPM شود.می 

o وی الکتریکی بر تیر با اعمال نیروی مکانیکی ونیرFGPM   تیر نسبت به حالتFGPM دارای  است، نیروی مکانیکیکه تنها تحت

 .و با معکوس کردن بارالکتریکی اعمالی میزان تغییر مکان کمتر می شود باشدمی بیشتریتغییر مکان 

o یابد.با افزایش مقدار پارامتری نسبت لاغری میزان دامنه نوسانات افزایش می 

o د سازی تیرهر چه محدوFGPM باشد.های طبیعی کمتر و دامنه نوسانات بالاتر میمیزان فرکانس ،کمتر باشد 

o تیر جابجاییFGPM  با شرایط مرزیc-fدارای بیشترین دامنه نوسانات نسبت به حالتs-sوc-c.است  
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